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Diskriminant Analizinde Gerçek Hata Oranına İlişkin Güven 
Aralığı için Bir Simülasyon Çalışması 

Cemal ATAKAN1 

Özet: Bu çalışmada, gerçek hata oranına ilişkin M tahmin edicisine dayalı mevcut olan 
analitik güven aralığı ifadelerinden elde edilen sonuçlar, bootstrap tekniği ile elde edilen 
sonuçlarla karşılaştırılmaktadır. Karşılaştırma sonucunda bootstrap tekniğinin daha dar 
aralıklar verdiği görülmektedir.  

Anahtar kelimeler: Diskriminant analizi, hata oranı, güven aralığı, bootstrap. 

A Simulation Study for the Confidence Interval Based on the Actual 
Error Rate in Discriminant Analysis 

Abstract: In this study, the existing analitical confidence intervals based on the actual 
error rate estimator M compared with the bootstrap by simulation. It has been observed 
that bootstrap results give norrower intervals. 

Keywords : Discriminant analysis, error rate, confidence interval, bootstrap. 

Giriş 
Diskriminant analizi, üzerinde ölçüm yapılan bir bireyi sonlu sayıda bilinen farklı kitleden 

birine atanmasını gerçekleştiren istatistiksel bir tekniktir. Her bir kitle ölçümlere karşılık gelen X  
rasgele vektörünün olasılık dağılımı ile karakterize edilir. Olasılık dağılımları tamamen bilindiğinde, 
problem atama(sınıflandırma) kuralını belirlemektir. Dağılımlar biçimsel bilindiğinde, problem 
kitlelerden alınan örneklemler yardımıyla parametre tahmini ve atama kuralını oluşturmaktır. 
Diskriminant analizinde amaç, atama işlemini mümkün olan minumum hatayla yapmaktır. Bu 
optimizasyon kriterine göre elde edilen diskriminant fonksiyonlarının değerlendirilmesinde hatalı 
sınıflandırma olasılıklarının ( hata oranlarının) bilinmesi önemlidir. Hata oranları; dağılımların ve 
parametrelerin bilinip bilinmemesine, örneklem hacmi ve atama kuralı gibi değişik kriterlere bağlı 
olarak hesaplanır. 

1Π ve  birbirinden farklı iki kitle olmak üzere, 2Π '  birey üzerinde 
ölçümlere karşılık gelen - boyutlu rasgele vektörü Π  kitlesinden ise 

21 ),...,,( pXXXX =
p i X ’in ortak olasılık yoğunluk 

fonksiyonu )if ,(i x θ biçiminde gösterilir. Burada, iθ  parametre vektörü ve px ℜ∈  dir. 
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 X  ‘in aldığı değerler - boyutlu  örneklem uzayında olmak üzere, sınıflandırma 

işlemi  bu uzayı  ve  olan  ve  bölgelerine ayırır. Eğer 

p

1B

pℜ
pBB ℜ=∪ 21 ∅=∩ 2B 1B 2B X ’in gözlem 

değeri  bölgesinde ise bu  gözlemin yapıldığı gözlem birimi , aksi halde Π  kitlesine atanır.  1B 1Π 2

Atama Kuralının Oluşturulması 
Bu çalışmada Welch tarafından önerilen toplam hatalı sınıflandırma olasılıklarını minimize 

eden olabilirlik oran kriterine göre elde edilen lineer diskriminant fonksiyonu göz önüne 
alınmıştır[1].  ve , ortalama vektörleri 1Π 2Π

1
µ , 

2
µ  ve aynı  varyans-kovaryans matrisine sahip 

çok değişkenli normal dağılımlı kitleler olduğu bilindiğinde, toplam hatalı sınıflandırma olasılığını 
minimize eden optimal sınıflandırma kuralı, 
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iki kitleden birine ait olduğu ancak hangisine ait olduğu bilinmeyen rasgele gözlemin değeri 
x  için parametrelerin bilindiği durumda )),(;(

11 Σµxf  ve )),(;(
22 Σµxf  ortak olasılık yoğunluk 

fonksiyonlarının birbirine oranlanmasıyla elde edilen kitle lineer diskriminant fonksiyonu, )ln(
1

2

q
q

=k  

dır. q    birimin i inci kitleye ait olması olasılığı yani önsel olasılıktır .  i )2,1( =i

 Parametreler bilinmediğinde  ve  kitlelerinden alınan  ve  hacimli rasgele 
örneklemlerden hesaplanan tahmin edicileri 

1Π 2Π 1n 2n
1X  ve 2X  örneklem ortalama vektörleri ve  

birleştirilmiş örneklem  varyans-kovaryans matrisine bağlı optimal sınıflandırma kuralı 
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parametrelerin bilinmediği durumda, kitle lineer diskriminant fonksiyonunun elde edilmesine 
benzer biçimde  elde edilen örneklem lineer diskriminant fonksiyonudur[2,3]. Bu çalışmada önsel 
olasılıklar eşit alındığından  olacaktır. 0=k

Hata Oranları 
Atama işlemi yapılırken, bilinen kitlelerin hangisinden geldiği bilenmeyen bir birim  ait olduğu 

kitleye değil de diğer kitleye atanırsa, hata yapılmış olur. Diskriminant analizinde amaç, atama 
işlemini minumum hatayla yapmaktır. Bu optimizasyon ölçütüne göre elde edilen diskriminant 
fonksiyonlarının değerlendirilmesinde hata oranlarının ya da hatalı sınıflandırma olasılıklarının 
bilinmesi önemlidir. Önsel olasılıklar ile ağırlıklandırılmış hata oranına , toplam hata oranı veya 
toplam hatalı sınıflandırma olasılığı denilmektedir. 

Hata oranı genelde diskriminant fonksiyonunun dağılımına bağlı olarak bulunur. Ancak hata 
oranları dağılımdan bağımsız da hesaplanabilir[4]. Yukarıda verilen atama kurallarına ilişkin 
optimal, gerçek (koşullu) ve beklenen gerçek (koşulsuz) hata oranı gibi hata oranları tanımlanır. 
Optimal hata oranı, parametreler bilindiğinde elde edilen diskriminant fonksiyonu göz önüne 
alınarak bulunan hata oranı, gerçek hata oranı, parametreler bilinmediğinde örneklemlerden elde 
edilen tahminlere bağlı örneklem diskriminant fonksiyonuna göre bulunan hata oranı ve  beklenen 
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gerçek hata oranı, olası tüm örneklemler üzerinden gerçek hata oranının beklenen 
değeridir[2,3,5,6,7].    

Çok değişkenli normal kitleler göz önüne alındığında, X ∼ ),( Σ
i

N µ  ise )(XU ’in dağılımı 

)
2

()1( ∆−− i  ortalamalı ve  varyanslı tek değişkenli normaldir. Burada,  2∆

)()(
21

1/
21
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iki kitle arasındaki Mahalanobis uzaklığıdır. 
Parametrelerin bilinmediği durumda elde edilen )(XW  örneklem lineer diskriminant 

fonksiyonunun dağılımı kolaylıkla elde edilememektedir, ancak bazı şartlar altında elde 
edilebilmektedir[2,8]. ( )(XW  ifadesindeki tahmin ediciler yerine örneklemden elde edilen tahmin 
değerleri alındığında, )(XW ’in bu tahmin değerlerine koşullandırılmış koşullu dağılımı elde 
edilebilir. Böylece  X ∼ ),( Σ

i
N µ  ise )(XW  ‘in koşullu dağılımı, ortalaması 
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11/
21 xxssxx −Σ− −−  olan tek değişkenli 

normaldir[3]. Burada s, örneklem varyans-kovaryans matrisi S  tahmin edicisinin tahmin değeridir. 
Diskriminant fonksiyonlarının dağılımları göz önüne alındığında, ’den bir birimin hatalı 

atanması durumunda 
1Π

ξ  kuralına göre optimal hata oranı,  
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ve beklenen gerçek hata oranı 

         
)]/0)(([))ˆ(( 11 Π∈≤= XXWPEE ξα  

dır. Burada  standart normal dağılım fonksiyonudur. ’den bir birimin hatalı atanması 
durumunda da benzer ifadeler elde edilebilir. Buradan önsel olasılıkların eşit olması durumunda  
toplam hatalı sınıflandırma olasılığı optimal ve gerçek hata oranları için sırasıyla 

(.)Φ 2Π

))()((
2
1)( 21 ξαξαξα +=  

ve 

))ˆ()ˆ((
2
1)ˆ( 21 ξαξαξα +=  

biçiminde elde edilir[2]. 

M Tahmin Edicisi ve Güven Aralıkları 
Gerçek hata oranı için literatürde bir çok hata oranı tahmin edicisi tanımlanmıştır. Bunların 

bazıları parametrik, bazıları da parametrik olmayan tahmin edicilerdir[4,6,9,10]. Bu tahmin edicilerin 
bir çoğunun istatistiki özellikleri için analitik ifadeleri elde etmek zor olduğundan, simülasyon 
çalışmalarıyla tahmin edicilerin istatistiki özellikleri verilmeye çalışılmıştır[11,12]. Bununla birlikte 
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gerçek hata oranı için asimptotik bir tahmin edici olan M tahmin edicisinin istatistiki özellikleri için 
analitik ifadeler mevcuttur[13,14]. Bu tahmin edici, ’den bir birimin hatalı atanması durumunda 1Π
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biçiminde tanımlanmıştır. Burada (.)φ standart normal olasılık yoğunluk fonksiyonu ve   
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 örneklem Mahalanobis uzaklığıdır. ’den bir birimin hatalı 

atanması durumunda, ,  ifadesinde  ve değerlerinin yer değişmesiyle elde edilir. 
Buradan M tahmin edicisine göre gerçek hata oranı için tahmini toplam hatalı sınıflandırma olasılığı 
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1n 2n
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ifadesinden elde edilir. 
 McLachlan,  önsel  olasılıkların ve varyans kovaryansların eşitliği altında  çok değişkenli 

normal kitlelerden alınan örneklemleri göz önüne alarak, gerçek hata oranın M tahmin edicine bağlı  
yaklaşık  % )1( λ− ’lık güven aralığı ifadesini  
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biçiminde elde etmiştir[15]. Bu güven aralığı ifadesi örneklem hacimlerinin büyük olması 
durumunda  ifadesinin dağılımının yaklaşık olarak  olmasından elde 
edilmiştir. Burada, 
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tablo değeridir. 

2Π

2n
’den bir birimin hatalı atanması durumunda,  için güven aralığı,  ifadesinde 

 ve değerlerinin yer değişmesiyle elde edilir. Buradan M tahmin edicisine göre gerçek hata 
oranı için tahmini güven sınırları 

)ˆ(2 ξα )ˆ(1 ξα

1n

)
2

1(  })({ˆ:)ˆ( 1 λαξα −Φ± −DSvM  

ifadesinden elde edilir. 

Bootstrap Güven Aralığı 
Bootstrap, bir yeniden örneklem tekniğidir. Bazı parametre tahmin edicileri için analitik 

ifadeler mevcut olmadığında, bootstrap tekniği kullanılarak  bu parametre tahmin edicileri için 
değerler elde etmek mümkündür.  Bu yöntemde, kitleden alınan  birimlik örneklemden, iadeli 
olarak  birimlik yeni örneklemler oluşturulur. Oluşturulan bu örneklemler göz önüne alınarak, 

n
n
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ilgilenilen parametre tahmin edicileri için tekrarlı örneklem sayısı kadar tahmin değeri elde edilir. Bu 
tahmin değerleri, parametre tahmin edicileri için bir örneklem oluşturur.  Oluşturulan bu 
örneklemden, tahmin edicilerin bilinmeyen tahmin değerleri elde edilir[16,17,18]. 

Bootstrap yöntemi diskriminant analizinde uygulandığında,  ve Π  kitlelerinden alınan  
ve  hacimli rasgele örneklemlerden iadeli çekilişler yapılarak oluşturulan yeni  ve  hacimli 
örneklemler göz önüne alınarak hata oranı tahmin edicileri için tahmin değeri elde edilir. Bu işlem 
bootsrap tekrar sayısı olan  defa tekrarlanırsa,  tane hata oranı tahmin değeri yani hata oranı 
için bir örneklem  elde edilmiş olur. Bu  tane hata oranı tahmin değerinin toplamının ’ye 
oranlanmasıyla, hata oranı tahmin edicisinin bootstrap tahmin değeri elde edilmiş olur. Böylece 

1Π 2 1n

2n 1n 2n

B B
B B

α̂  
hata oranı tahmin edicisinin bootstrap tahmin değeri 

∑
=

=
B

b

bB

B 1

ˆ1ˆ αα  

eşitliği elde edilir. Burada , her bir bootstrap tekrarı için bα̂ α̂  ‘nın tahmin değeridir. Elde 
edilen bu  bootsatrap tahmin değerleri küçükten büyüğe doğru sıralandığında, sıra 
istatistiklerine dayalı dengeli bir bootstrap güven aralığı oluşturulabilir.  bootstarap değerleri 
küçükten büyüğe doğru sıralandığında, baştan 

bα̂
bα̂

)2/(λ inci ve sondan )2/1( λ−
)

inci yüzdeliklere 
karşı gelen tahmin değerleri gerçek hata oranı için oluşturulan 1%( λ− ’lık bootstrap güven 
aralığının sırasıyla alt ve üst sınırlarını verir. 

Simülasyon Çalışması ve Sonuçlar 
Bu bölümde simülasyon ile gerçek hata oranı için M tahmin edicisine bağlı hem analitik 

ifadeye hem de bootstrap yöntemine göre elde edilen güven sınırları değerlendirilmektedir. 
Simülasyon çalışmasında, değişken sayısı  olan çok değişkenli aynı(ortak) varyans-

kovaryanslı normal dağılımlı kitleler için  , , bootsrap tekrar sayı 
ve 

5 ,3 ,2=p

3 ,2 ,1= n∆ 50,100 ,2521 === nn
1000=B 95.0)1( =−λ  alınmıştır. Sonuçlar Tablo 1 - 3 ’ de verilmiştir. Tablolarda; )(ξα optimal 

hata oranını,  gerçek hata oranını,  gerçek hata oranının M tahmin edicisine ilişkin tahmin 
değerini, ve  gerçek hata oranının M tahmin edicisine bağlı güven aralığının alt ve üst 
sınırlarını,  gerçek hata oranının M tahmin edicisine bootstrap yönteminin uygulanmasıyla elde 
edilen tahmin değerini, ve  gerçek hata oranının M tahmin edicisine bootstrap yönteminin 
uygulanmasıyla elde edilen tahmin değerlerine göre bulunan güven aralığının alt ve üst sınırlarını 
göstermektedir. 

)ˆ(ξα
M
alt

M
üstα̂

MBα̂
α̂

Mα̂
α̂

MB
alt

MB
üstα̂

 
Tablo 1 :  ( 1=∆ 3085.0)( =ξα ) için Hata oranları ve Güven Sınırları 
 

p 2 3 5 
n 25 50 100 25 50 100 25 50 100 

)ˆ(ξα  0.3160 0.3412 0.3090 0.3256 0.3111 0.3088 0.3572 0.3216 0.3139 

Mα̂  0.3696 0.3559 0.2799 0.3049 0.2713 0.3032 0.2883 0.3561 0.3037 
M
altα̂  0.2153 0.2495 0.2364 0.1592 0.1741 0.2319 0.1370 0.2402 0.2303 

M
üstα̂  0.5239 0.4624 0.3234 0.4507 0.3685 0.3745 0.4395 0.4721 0.3771 

MBα̂  0.3626 0.3501 0.2793 0.2806 0.2650 0.2984 0.2512 0.3350 0.2922 
MB
altα̂  0.2524 0.2758 0.2454 0.1753 0.1816 0.2521 0.1192 0.2672 0.2455 

MB
üstα̂  0.4873 0.4228 0.3121 0.3879 0.3463 0.3467 0.3958 0.4078 0.3413 
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Tablo 2:  ( 2=∆ 1587.0)( =ξα ) için Hata oranları ve Güven Sınırları 
 

p 2 3 5 
n 25 50 100 25 50 100 25 50 100 

)ˆ(ξα  0.1700 0.1665 0.1606 0.1753 0.1763 0.1610 0.1670 0.1630 0.1627 

Mα̂  0.1550 0.1717 0.1577 0.1659 0.1542 0.1911 0.1189 0.1657 0.1493 
M
altα̂  0.0479 0.0929 0.1046 0.0547 0.0794 0.1325 0.0244 0.0870 0.0973 

M
üstα̂  0.2621 0.2505 0.2109 0.2770 0.2290 0.2497 0.2134 0.2443 0.2012 

MBα̂  0.1415 0.1676 0.1557 0.1543 0.1444 0.1864 0.1009 0.1520 0.1429 
MB
altα̂  0.0736 0.1186 0.1166 0.0744 0.0913 0.1408 0.0421 0.0794 0.1001 

MB
üstα̂  0.2168 0.2195 0.1960 0.2412 0.1981 0.2344 0.1648 0.2298 0.1866 

 
 
Tablo 3:  ( 3=∆ 0668.0)( =ξα ) için Hata oranları ve Güven Sınırları 
 

p 2 3 5 
n 25 50 100 25 50 100 25 50 100 

)ˆ(ξα  0.0774 0.0686 0.0
677 0.0683 0.0696 0.0689 0.0731 0.0779 0.0689 

Mα̂  0.0816 0.0745 0.0
797 0.1034 0.0959 0.0670 0.1002 0.0416 0.0737 

M
altα̂  0.0060 0.0251 0.0

437 0.0169 0.0385 0.0347 0.0145 0.0076 0.0522 

M
üstα̂  0.1571 0.1238 0.1

156 0.1900 0.1534 0.0992 0.1859 0.0756 0.0952 

MBα̂  0.0739 0.0714 0.0
777 0.0895 0.0920 0.0647 0.0819 0.0367 0.0720 

MB
altα̂  0.0204 0.0335 0.0

528 0.0422 0.0470 0.0402 0.0366 0.0118 0.0556 

MB
üstα̂  0.1346 0.1162 0.1

046 0.1381 0.1408 0.0929 0.1304 0.0688 0.0901 

   
Tablolar incelendiğinde, bütün durumlarda bootstrap güven aralıklarının  daha dar olduğu 

görülmektedir. Bununla birlikte örneklem hacmi artırıldığında, hem analitik ifadeden, hem de 
bootstrap yönteminden elde edilen aralıklar daha daralmaktadır.  değeri artırıldığında yani kitleler 
birbirinden uzaklaştırıldığında hata oranı değeri küçüldüğünden, buna orantılı olarak  güven 
aralıkları da daralmaktadır. Değişken sayısının, aralıklar üzerinde çok etkili olmadıkları da 
söylenebilir. 

∆

Bu sonuçlardan, gerçek hata oranı için literatürde bilinen diğer tahmin edicilere bağlı  analitik 
olarak elde edilemeyen güven aralıkları, bootstrap tekniği kullanılarak elde edilebilir. 
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