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Pareto | Dagiliminin ilk Bozulma Sansiirlii Ornekleme Planina
Dayali Parametrelerinin Tahmini ve Beklenen Test Suresi

Coskun KUS', Mehmet Fedai KAYA'

Ozet: Bu calismada, ilk bozulma sansirlii érnekleme plani ele alinmistir. Pareto |
dagiliminin parametrelerinin yeni tahmin edicileri Menon’un [8] yéntemine benzer olarak
elde edilmis ve Ozellikleri Monte Carlo simulasyon calismasi yapilarak incelenmistir.
Parametreler igin gliven araliklari ve given bdlgeleri elde edilmistir. Ayrica ilk bozulma
sansurli érnekleme planina dayali beklenen test siresi hesaplanmis ve tam 6rnekleme
planin ki ile karsilagtiriimigtir.

Anahtar Kelimeler: Beklenen test siresi, gliven araligi, ilk bozulma sansurli érnekleme
plani, ortak gliven bolgesi, Pareto | dagihmi.

Parameter Estimation of the Pareto | Distribution and Expected Test Time
based on First Failure-Censored Sampling Plan

Abstract: In this study, first failure-censored sampling plan is considered. Estimators of
the parameters of Pareto | distribution are obtained paralel to Menon’s [8] method and
their properties are investigated via Monte Carlo simulation. Confidence intervals and
joint confidence regions for the parameters are given. Also expected test time is
calculated based on first failure-censored sampling plan and it is compared with
expected test time of complete sampling plan.

Keywords: Expected test time, confidence interval, first failure-censored sampling plan,
joint confidence region, Pareto | distribution.

Girig
Pareto I(A, B) dagilimina sahip bir X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk ve dagilim
fonksiyonlari sirasiyla
Fx)= 482" P ) x> B>0,4>0
F(x)=1-p*x*
seklindedir. Bu dagilm gergekte Pearson Tip-VI dagiliminin 6zel bir halidir. Bozulma orani
fonksiyonu A(x)=Ax"" olup azalandir. Pareto | dagiliminin beklenen deger ve varyansi, sirasiyla,

EX)=A8A-1)", A>1

Var(X)= ﬁle{(/i—l)z (A- 2)}_1 , A>2
bicimindedir. Pareto | dagilimi ayni zaman da Lomax dagilimi olarak da bilinir.

Literatirde Pareto | dagiliminin parametreleri ile ilgili istatistiksel sonu¢ ¢ikarimi hakkinda bir
¢ok makale ve kaynak kitap vardir . Bunlardan bazilart Vdnnman [11], Lawless [7] , Arnold ve

Press [1] , Ouyang ve Wu [9], Balakrishnan ve Aggarwala [2], Soliman [10], Johnson ve ark. [5] ve
Wu [12]'dur.

3
Bu makale Coskun Kus’un doktora tezinin [6] bir kismudir.

1 .. .
Selcuk Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Istatistik Boliimii, 42075, Kampiis / KONYA, e-mail: coskun@selcuk.edu.tr



Pareto | Dagiliminin ilk Bozulma Sansiirlii Ornekleme Planina Dayali Parametrelerinin Tahmini ve Beklenen Test Siiresi

Menon [8], Weibull dagiliminin parametreleri i¢in tam 6rnekleme dayali yeni tahmin ediciler
tanimlamis ve bu tahmin edicilerin 6zelliklerini incelemistir. Bu c¢alismada, Balasooriya [3]
tarafindan éne surilen ilk bozulma sansirli 6rnekleme plani ele alinmigtir. Pareto | dagiliminin
parametrelerinin yeni nokta tahmin edicileri Menon’un [8] yontemine benzer olarak elde edilmis ve
Ozellikleri Monte Carlo simulasyon ¢alismasi yapilarak incelenmistir. Ayrica parametrelerin gliven
araliklari ve given bdlgeleri elde edilmis, ilk bozulma sansurli 6rneklem planina dayal beklenen
test siresi hesaplanmis ve tam drneklem durumu ile karsilastiriimistir.

ilk Bozulma Sansiirlii Orneklem

Balasooriya [3] tarafindan gelistirilen ilk bozulma sanstrleme modeli su sekilde tanimlanir:
n hacimli & tane bagimsiz(érneklem) grup olsun. Her bir grup ilk bozulma gergeklesinceye kadar
teste tabi tutulsun. Elde edilen k hacimli érnekleme, ilk bozulma sansirlii 6rneklem denir. Bu
tanim su sekilde de verilebilir: X, X%, K , X!, i=12K ,k , sirekli F dagiim fonksiyonuna sahip
n hacimli i. rmeklem ve bu i. érneklemin sira istatistikleri X, < X5, <A <X/, olmak (izere k
6rneklemin de birbirinden bagimsiz olmasi kosulu altinda X{,, i=12,K .k 6rneklemine ilk

bozulma sanstirlii 6rneklem denir. Balasooriya [3], iki parametreli Ustel dagihm igin n hacimli &
Ornekleme dayall ilk bozulma sansirli érnekleme planini incelemis, harcanan test zamani
bakimindan ilk bozulma sansurli érnekleme planinin & xn hacimli tam 6rnekleme planindan daha
avantajli oldugunu géstermistir.

Pareto | Dagilimi Parametreleri icin Yeni Tahmin Ediciler

Xl . X2 K.,X{ , ParetoI(1,8)dagiima sahip bir kitleden alinmis » hacimlik k &rneklemin
birinci sira istatistikleri olsun. Asagidaki donisimi géz éniine alalim.
zi = Alog(B7'X!,) Li=12K .k

Kolayca gérilebilir ki zi , her i=12,K ,k igin n™'

ortalamali Ustel dagilima sahip bir rasgele
degiskendir. Bdylece E(Zf:n): n! ve Var(Zf:n)zn_z olur. Bu durumda
Zi, = Mog(ﬁ‘lesn): Var(Zf:n): ZZVar{log(Xf:n )} ifadesi kullanilarak A parametresinin ilk bozulma

sans(rli 6érnekleme dayal bir tahmin edicisi
- 1/2 L . 2 -1/2
/D R C——— A TE A o TN z—k'{ 1 X’} 1
Var{log(Xl"m )} ( ) n ;{Og( . )} ; Og( I: ) (1)
olarak tanimlanabilir. Burada \}ar{log(Xli:n )} log(X]l;n),log(Xl%n),..., log(Xl’fn) orneklemi igin drneklem
varyansidir. Yani

k k 2
oo, -t 3 b, F -1 S|
i=1 i=1

bigimindedir. Ayrica Zi, =Alog(87' X1, )= E(zi, )= MElloglxi, )|~ 10¢(B)} ifadesi kullanilarak
parametresinin ilk bozulma sansurld 6rnekleme dayali bir tahmin edicisi

B= exp{ﬁ”{log(X - (ﬂi)_l} = exp{%ilog(?f i)- (n/i)_l} (2)

i=1

. k . ~
olarak elde edilir. Burada E{og(x}, }= k> log(x!, ) bigimindedir ve A (1)'de tanimdr.
i=1

Simulasyon Calismasi

Delphi 5 programlama dili kullanilarak, n =20, k = 20,30,40,50,100,200 ,300,400 ve 500 durumlari
icin 1000’er kez Pareto1(4,2) dagiimdan érneklemler (iretildi ve bu 6rneklemlere dayal olarak
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Sekil 1. Pareto | dagiliminin S parametresinin ilk bozulma sanstrlii 6rnekleme dayali ﬁ’ tahmin
edicisinin n =20 durumunda 1000 deneme sonucu aldigi degerlerin Normal P-P gizitleri
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Sekil 2. Pareto | dagihminin A parametresinin ilk bozulma sansrli 6rnekleme dayali 4 tahmin
edicisinin n =20 durumunda 1000 deneme sonucu aldigi degerlerin Normal P-P gizitleri
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A ve [ tahmin edicilerinin aldigi degerlerin histogramlari ve Normal P-P gizitleri Minitab 13.1
paket programi vasitasiyla cizdirildi. Sekil 1 ve Sekil 2,'de gorlldugi gibi k degeri arttikga, 4 ve
,3 tahmin edicilerinin aldigi degerlerin ortalamasi sirasiyla 4’e ve 2'ye yaklasmakta, standart
sapmas! ve Anderson-Darling (AD) istatistiginin aldigi deger kigllmektedir. Simulasyon sonucu
olarak 1 ve ,3 tahmin edicilerin asimptotik yansizlik, tutarlik ve asimptotik normallik 6zelliklerine
sahip oldugu sdylenebilir. Bu dzelliklerin teorik olarak gosterilmesi problemi halen agiktir.

Yeni Giliven Araligi ve Giiven Bélgesi

XL, XL .K,X\ bagmsiz ve ayni Paretol(A, ) dagilimindan alinmis ilk bozulma sansirlii
ormeklem ve XU <x® <A <x® | pu orneklemin sira istatistikleri olsun. X1 . X2 K, Xk,

Ln >
bagimsiz ve ayni Paretol(nd,) daglimindan alinmis & birimlik tam 6rneklem gibi
gbrulebileceginden Pareto | dagiliminin parametrelerinin ilk bozulma sansirlii érnekleme dayal
glven araliklari ve glven bdlgeleri asagidaki gibi elde edilebilir. Asagidaki déniisiim gbéz dniine
alinsin.

v =nitoglp ' x0} i=12.K &

n

Gosterilebilir ki ) < <A <¥®), 1 ortalamali tstel dagiima sahip bir kitleden alinmis sira

lin

istatistikleridir.

A= lef:z)

—(r_Ny@ _yO
AZ ;/I(k 1)(Y1:n Y]:n ) (3)
A=) -x i)

doénisimi géz Onune alinsin. A;, i=12,K ,k bagimsiz ve 1 ortalamali Ustel dagilima sahiptir.
Bdylece

=24, =2kr\) - x2)
ve

€= 2Zk:Ai = Zi (le(i) _Ylfrlz))~ Z(zzkfz)
i=2 i=1

dir. Ayni zamanda agiktir ki € ve k¥ badimsiz rasgele degiskenlerdir. £ ve 7 rasgele degiskenleri
asagidaki gibi tanimlansin

k

2

£ i=1

E= =

(Y 0 - Ylfi))

Ln

k .
77:8+K:ZZYL(;)
i=1
Lemma 1. {, F,, ,, dagiimina ve 7, ,y(zzk) dagiimina sahiptir. Ayni zamanda & ve n

bagimsizdir (Johnson ve ark.[4]).
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F,(8,.0,), a sag-kuyruk olasilikli ve &, ve J, serbestlik dereceli F dagiiminin yiizdeligi
ve X, =(xV. x® K x®) olsun.

Teorem 1. XV <X <A <x® | pareto1(A. ) dagiimina sahip bir kitleden alinmis ilk
bozulma sansdrlli 6rneklemin sira istatistikleri olsun. Bu durumda verilen 0<a<1 igin f
parametresinin IOO(I—a)% lik bir gliven araligi,

{qo[le ’ Fl—%(Zk—Z,Z) ]’ (D(le ’ F%(zk—z,z) D

seklindedir. Burada
> 1oglx @) k1oglx ik ~1)r +1]
k(k —1)

¢(X1:n > t) =CXpy—

seklinde tanimiidir.

ispat. Lemma 1’den pivot

THO-v0) Tioels x 0} kioglsx )
_ =1

_im -
¢ k(k — 1)y k(k-1)log)s ' x ()}

F,_,, dagilimina sahiptir. 0 <a <1 igin
k . .
> togls ' x ()} kloglp x ()}
=l <F

F < - o
-2 (2k22) k(k —1)logi8 ' x 1 2(2k-2.2)
olayl

¢(Xl:n > F]Z/lez)J < IB < ¢[X1:n ’ FZ(ZkZ,Z)\J

olayina denktir. Bu da ispati tamamlar. o

Bir baska secenekte, B’nin Ust 100(1—a)% lik gliven limiti !/ bulunabilir. O zaman S’nin
ast 100(1— )% Ik giiven arali@i (0,u!) olur.

sonug 1. X!V <x® <A <x®) Pareto1(1.8) dagilimina sahip bir kitleden alinmis ilk
bozulma sansdrlii drneklemin sira istatistikleri olsun. Bu durumda verilen 0<a<1 igin [
parametresinin IOO(I—a)% lik Ust gliven limiti,

¢(X1:n’Fa(2k—2,2))
seklindedir. Burada, ¢(X,.,.t) Teorem 1°deki gibi tanimhidir.

13,(5), a sag-kuyruk(right-tail) olasilikli ve 6 serbestlik dereceli Ki-kare dagiliminin ylzdeligi
olsun. B ve A parametrelerinin 100(1-a)% lik gliven bdlgesi asagidaki teoremle verilmistir.
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Teorem 2. X l(‘n) ()<A <X l(n), Pareto1(A, ) dagiimina sahip bir kitleden alinmig ilk
bozulma sansiirlii érneklemin sira istatistikleri olsun. Bu durumda verilen 0<a <1 icin f ve A
parametrelerinin 100(1—a)% lik ortak giiven bélgesi, asagidaki esitsizliklerin ¢éziimiinden elde

edilir.

X.. ’F <D< X 'n’F
(p[ tn ”m(zk—z,z)] / (p{ "’ 1_\/21_7(2"_2’2)}

1+F() 1F(
A<

k)
k x () k x ()
2n210g[ 1"] ZnZIOg{ ,ll? J

Burada, ¢(X,,,.t) Teorem 1'deki gibi tanimlidir.

ispat. Lemma 1°den pivot

k
77=22er 2n/1210g{ﬁ } Xk dagilimina sahiptir ve & den bagimsizdir. 0<a<1

icin

=+l1-a ve P <n< =4l-«
J Zw;?z(%) n ll—«/21—7a

P F <¢< F
[H‘/zljx(zk—z,z) ¢ I_JF (26)

(2k-2,2)
seklindedir. Buradan

o1+ 1) | |-t 1+ (2’
1 {glg[l (X.)H ctog1+(x ()’ |

a < 7 <F,
I (2k-2.) k(k - l)log[l +(xW) } 2(24-22)

n

’an <2n/1210g{ﬂ 1n}<;(1 f( Y =l-«a

Bu ise asagidaki ifadeye denktir.

Ximo F <p<¢ X F
¢[ t 1J"/g(zk—z,z)J p (p[ v 1_‘/21_7(2/{—2,2)}

1+F fla X ica
<A< 2

k x () k
ZnZ log] 1" ZnZ log

i=1

(2k)

x{
B

Bu da ispati tamamlar. o
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sonug 2. X!V <x® <A <x¥)

Ln >

Pareto1(A,8) dagilimina sahip bir kitleden alinmis ilk
bozulma sansirlii érneklem olsun. O zaman verilen O0<a<1 icin S ve A parametrelerinin
100(1— @)% Iik ortak giiven bélgesi, asagidaki esitsizliklerin ¢éziimiinden elde edilir.

0< ﬂ < ¢(X1:n ’ F]_M(2k—2,2))

2
X ica

2

2
Xiica

1—

2 <A< :
Ekﬁ X 2 il X,

2n) log| —= n) logl —=
i=1 B i=1 B

Burada ¢(X,,,.t), Teorem 1'deki gibi tanimlidir.

(2k) (2k)

Beklenen Test Siiresi

X,,X,,K,X,, Paretol(1,8) daglimindan n birimlik tam 6rneklem olsun. Bu durumda
beklenen test zamani E(X ,,)dir. X,,, rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

nn

£ =nli=pramtf 7 apra i)
seklindedir. Bdylece n birimlik tam érneklemin beklenen test zamani agagidaki gibidir.

E(X,, )= Ixn{l - prxt }n_l ﬂﬂle(/m)dx
0
n-l . — s .
=nAp* Z(—l)’ [n ) ljﬁﬁf Ix_l(/+1)dx
J=0 J B

=M,5'§(_ 1)1[”;1J(,1( J41)-1) (@)

X\, X2 K, XE , ParetoI(1,) dagilimindan alinmis & birimlik birinci bozulma sansrli
orneklem ve Xl(ln) <X1(:i) <A < Xl(’jl) bu 6rneklemin sira istatistikleri olsun. Bu durumda beklenen
test zamani E(x©)) dir.

X\, X5 K,X! bagimsiz ve ayni Paretol(ni,3) dagilimindan alinmig & birimlik tam

O6rneklem gibi goérulebileceginden (4)’'den birinci bozulma sanstrli érneklem plani durumunda
beklenen test zamani asagida gibi elde edilir.

= k-1
k j . -1
E(Xﬁn’)=knﬂﬂ2(—1)’[ . j(nﬂ(m)—l) 5)
=0 J
2 (X 1[1;1)) ; Ta{%?z?lfnki%nansurlu Orneklem
A
9 7
] seeo®
8 °°°°°o
7 s0?
e
°°
6 7 st ®
3 o
57 00
3 L]
44 L
1 e
3]
x
2 MEH XK N Xk x X X X X N NN NN NN X
14
0 T T ———»k
AT N OO =M OO =IO RO
SR i AR R RS S S B R P S LR 1

Sekil 3. ilk bozulma sansiirlii ve tam érneklem durumunda beklenen test siiresi
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(4) ve (5)den, n=k=12,K,30 A=3, F=2 igin ilk bozulma sansirli érneklem planin ve tam
orneklem planin beklenen test sirelerinin grafikleri yukaridaki gibi elde edilmistir. Grafige dikkat
edilirse ilk bozulma sansurli 6rneklem planina dayali test zamani Pareto | dagihiminin
esik(treshold) parametresine yaklasmaktadir. Ayrica k arttikga tam érnekleme dayali test siresi
artarken, ilk bozulma sansirli érnekleme dayal test siresi azalmaktadir. Bu da ilk bozulma
sansurll 6rnekleme dayali test planinin slre bakiminda ne kadar avantajli oldugunu
gbstermektedir.

Uygulama

Teorem 1 ve Teorem 2'deki sonuglar érneklendirmek icin ParetoI(3,1) dagiimindan n=5

ve k=10 durumunda ik bozulma sansirli 6rneklem iretildi. Uretilen &rneklem asagidaki
tablodadir.

Tablo 1. Uretilen ilk bozulma sanstirli érneklem

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xis 1.0024 1.0076 1.0214 1.0297 1.0343 1.0663 1.0813 1.0855 1.0893 1.2709

(1) ve (2) kullanilarak # ve A parametrelerinin tahminleri sirasiyla 3 = 0.9954 ve A =2.9000

olarak bulunmustur. g parametresinin 95%’lik glven araligini elde etmek igin gerekli olan
ylzdelikler Minitab 13.1 paket programi kullanilarak asagidaki gibi elde edilmistir.

Fooosiisz) = 394424, Fooss) =0.2193 Ve Fygss) =19.4402

Teorem 1 ve Sonug¢ 1 kullanilarak £ parametresinin 95%’lik gliven araliklari, sirasiyla,
(0.9714,1.0022) ve (0,1.0020)olarak bulunur.

B ve A parametrelerinin 95%’lik ortak glven bélgesini elde etmek igin gerekli olan
ylzdelikler Minitab 13.1 paket programi kullanilarak asagidaki gibi elde edilmistir.

F0.0]27(18,2) :781835 ; F0.9873(18,2) :01780 ve F0,0253(18,2) :389680

2 _ 2 _
Zo.0127(20) = 36.7027 Ve  Xoo873(20) = 85780

A

;

6

5

4

3

2

1

0 A
A N - e L =
[e2 vy [} O [=23 - [} [£0 [} [+ ) (= (=) — <
S N g g DS DS D SR

[e] [l [e] (=] (=] — —

Sekil 4. B ve A parametrelerinin (6)'daki 95% ’lik ortak giiven bélgesi

Teorem 2 ve Sonug 2 kullanilarak g ve A4 parametrelerinin 95% ’'lik ortak giiven bdlgeleri
asagidaki gibi elde edilir.
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ve

0.9643 < f<1.0023

8.5780 36.7027

TR o (i (6)
ZXSXZIOg{kSJ ZXSXZIOg{kSJ
o B o B

0< 8 <1.0022

8.5780 36.7027
<A<

S Xli:S S Xli:S

i=1 i=1

Sekil 4de S ve A parametrelerinin (6)'daki 95%’lik ortak glven bdlgesi goérilmektedir. S
blyldikge glven bélgesi genislemektedir.
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