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van der Waals Teorisi ve Sivi-Buhar Dengesi

Mustafa Koyuncu?, Ali Demirtas'

Ozet: Bu calismada, maddenin gaz ve sivi hallerinin stirekliligi ile ilgili van der Waals
teorisinin yeni bir tartismasi yapilmistir. Molekdiller arasindaki etkilesme potansiyelinin
itici sert gekirdek ve listel gekici bir kisimdan olustugu bir boyutlu akiskan modelinde,
termodinamik limitte tam olarak belirlenen bélisim fonksiyonunun hesaplanmasi
gbzden gegirilmis ve ayrintili bir tartismasi yapilmistir. Daha sonra cekici kuvvetin
menzilinin sonsuza gittigi ancak siddetinin orantili olarak zayifladigi van der Waals
limitinde van der Waals denklemi ve Maxwell esit alan kurali yardimiyla agiklanan bir
faz gecisinin ortaya gikacagi gdsterilmistir. Elde edilen sonuglar ti¢ boyutlu durum ile
kargilagtiriimistir.

Anahtar kelimeler: van der Waals teorisi, sivi-buhar dengesi, hal denklemi.

van der Waals Theory and Vapor-Liquid Equilibria

Abstract: In this study, a new discussion of van der Waals theory related to the continuity of
gaseous and liquid states of matter is presented. In a one dimensional fluid model
where the pair interaction potential between the molecules consist of a repulsive hard
core and an exponential attraction, the calculation of the exactly determined partition
function in the thermodynamic limit is reviewed and further discussed. Later, in the
van der Waals limit when the range of the attractive force goes to infinity while its
strength becomes proportionally weaker, a phase transition appears which is
described exactyl by the van der Waals equation and the Maxwell equal-area rule.
Obtained results are compared with the three-dimensional case.

Key words: van der Waals theory, vapor-liquid equilibria, equation of state.

Giris

Sifir yogunluk limitindeki bir gazin hal denklemi PV =NKT ideal gaz kanunu ile verilir.
Yogunluk artarken bu kanundan sapmalar olur ve bu sapmalari gbsteren gazlar ideal olmayan
yada gercek gazlar olarak adlandinhirlar. Gergek gazlan ideal gazlar gibi kusursuz olarak
tanimlayacak basit bir denklem mevcut degildir. Gergek gazlarda molekiiller sonlu bir boyuta
sahiptirler. Bu nedenle kuvvetli molekiiller arasi itmelerin ve molekiilleri bir arada tutan cekici
kuvvetlerin hesaba katilmasi gerekir. Yogun akiskanlarin denge 6zellikleri icin tatmin edici bir teori
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gelistirmek, seyreltik gazlar yada kristalli katilarda oldugu kadar kolay degildir. Bu nedenle yogun
akiskanlar igin ampirik hal denklemleri, bir ¢ok pratik uygulama igin buyiik Gneme sahiptir. Bu
dogrultudaki calismalari iki ana grupta toplamak miimkiindir. Birinci grup virial acilimi tipindeki
denklemleri igerir. Bu tip denklemeler genel olarak karmasik fonksiyonlarla ve bazen fiziksel
karsiliklari verilemeyen gok sayida ayarlanabilir parametre ile karakterize edilirler [1]. Literatlrde
bu grupta yer alan ¢ok sayida denklem vardir [2-7]. ikinci grup ise van der Waals hal denklemi
tipindeki denklemleri igerir. Bu tip denklemlerin temel karakteristigi ise itici ve gekici kuvvetlerin
etkilerini icermesidir. Bu denklemler fiziksel anlami iyi bilinen az sayida parametreye sahiptir ve
literatiirde yogun bir sekilde galisiimistir [8-17]. van der Waals hal denkleminin en bilytik basarisi,
yogunlagma olayinin ve bir kritik noktanin varliginin ilk kinetik yorumunu saglamis olmasidir. van
der Waals hal denklemi ve Maxwell kurali birlikte kullanildiinda ve ayarlanabilir parametrelerin
uygun bir sekilde secilmesi durumunda, bir cok akiskan igin ¢ok daha fazla ayarlanabilir
parametreye sahip tiimilyle ampirik bazi hal denklemlerinden daha iyi sonuglar verir [18,19]. Bu
nedenle van der Waals hal denklemi bir c¢ok bakimdan literatirde hala yogun olarak
incelenmektedir [20-29].

Bu calismada maddenin gaz ve sivi hallerinin siirekliligi ile ilgili van der Waals denkleminin
bir boyutta yeni bir tiretimi sunulmustur. Bunu yapmak icin tim hesaplamalarin tam olarak
yapildigi bir boyutlu bir gaz modeli géz éniine alinmistir. Model, L uzunluklu bir yol boyunca
hareket eden ve

+ o0 0<x<?d ‘ s
P = {— 0. exp(—yx) X=3 0

seklinde & kadar bir sert gekirdek uzunlugu ve y menzilli Ustel bir gekim kuvvetine sahip potansiyel
icerisinde ciftler halinde etkilesen N tane parcaciktan olugmaktadir [30]. Bu model igin
termodinamik limitte (L —»e, N—o, ¢=L/N sonlu) bélisim fonksiyonunun tam ifadesini
vermek mimkundir. Bu limitteki problem, pozitif belirli bir Hilbert-Schmit kerneline sahip olan ve
maksimum 6z degeri sistemin termodinamik potansiyelini (Gibbs serbest enerjisini) belirleyen
lineer bir integral denkleminin incelenmesi problemine indirgenebilir. Sonlu menzilli gekici bir
kuvvet icin yalnizca en yakin komsu etkilesmesine sahip bir boyutlu bir sistemin bir faz gecisi
géstermeyecegdi bilinmektedir [31]. Sonlu v igin faz gegisi olmaz fakat o.= 0.,y alinirsa y — 0 igin
van der Waals hal denklemine Maxwell kurali uygulandiinda birinci mertebeden bir faz gegisi
oldu@u gorular.

Materyal ve Metot

istatistik mekanigin hesaplamalari temelde

ZINV, T) = %j exp(~BH)dpdq @)

ile tanimlanan kanonik béliisiim fonksiyonunun belirlenmesi ile baslar. Burada H, V hacimli bir
bélgede bulunan N parcacikli bir sistemin mikroskobik Hamiltoniyeni, B = (kT)™ dir ve integral 6N
boyutlu faz uzay: lizerinden alinir. Molekdller arasi etkilesme potansiyelinin fonksiyonel sekline
bagli olarak Denk. (2) ile verilen bélusiim fonksiyonunun Gi¢ boyutta hesaplanmasi her potansiyel
icin kolay degildir. Bununla birlikte bir boyutlu basit sistemler icin oldukca basittir [32].

Faz uzay! elemani dt;olmak tizere (1) ile tanimlanan etkilesme potansiyeline sahip tek

boyutlu bir gazin bélisiim fonksiyonu igin,

w
(3]
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. 1 1¢ | 1
(N,L,T) =A_NN_|_JJeXp _ﬁz (Pqt| _t]|> dt1dtN
’ 0

i<j
1 1% & =
=t
‘0 0 i< i<j
yazilabilir. Burada A* =h?/2mmkT termal dalga boyu, v = 0./kT ve basamak fonksiyonu
0 X/ <o igin
S0 - <o @
1 >3 icin
ile tanimlanir. integrand t,,t,..ty e gére simetrik ve gekirdekler L boyunca lineer oldugundan

Denk. (3),
Ny
2

Z(N,L,T):eAN j J eXp{%ie—vlii—h‘l] m SQt;+1—tj|)dt1...dtN (4)
0<ty ..<ty<l

=1 =1

seklinde vyazilabilir [33]. Ayni zamanda exp(—y’ti—rj}) nin tek boyutlu Gaussian-Markof

slirecinin kovaryansi oldugu gergegi kullanilarak integrandin cekici kismi icin

N oo
exp{%z exp(— W —til)} = L.G.J‘exp[v”z(xl et X )]

ij=1

x W(x, )HF’(X,-|X;+1,ti+] —t,-)dxl...de (5)

N
=1

yazilabilir [34]. Burada

e 1x?)

_ _(y—xe™")?
Pbint)= [27:(1—(3‘?-?‘)]”2 exp{ 2(1- e_”)}

ile verilir. (5) ifadesi Denk.(4) te kullanilir ve L ye gore Laplace dénustimii alinirsa t; Gzerinden

alinan integraller ciftler halinde ayrilabilir ve
=1, =1+17,, ty=1+1, +..+yvelL=1+17, +...+ Ty + Tnu

doniisimleri yapilirsa sonucta

—oco

< sl _ L e 172 .
joe 2N = = J...jexp[v (X; + .5 Xy)]

N-1
><W(x1)1_[ps(xj|xj+I )dxl...de (6)

=

elde edilir. Burada

w
W
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Ps(y) = [dd ™ Pxy,)
&

ile verilir. x; nin ardigik ciftler halinde diizenlenebilmesi icin

Wx)ps () exp{vm

KS(XIy) = )

W)W (y)]2

(x+ Y)} (7)
kernelinin ve buna karsilik gelen

+oo
[ Ks(xywy)dy = () (®)
Kac integral denkleminin tanimlanmasi gereklidir. Ks(x,y) simetrik olup aynt zamanda pozitif
tanimhdir ve bir Hilbert-Schmidth kernelidir [30]. Bu &zellikler dikkate alinarak Denk. (8) in
maksimum bir A,(s) 6z degerinden baslayan ve i— e iken sifira yakinsayan kesikli bir
Ai(s) pozitif 6z deger takimina sahip oldugu ve karsilik gelen Vyi(x,y) 6z fonksiyonlarinin tam bir

ortonormal set olusturdugu ve bu nedenle Ks(x,y) kernelinin
Ke(6Y) = Y Aishwi(x8)wi(y,s) (9)
i

yakinsak serileri seklinde agilabilecegi sonucuna varilabilir. Denk.(6) diizenlenir ve Denk. (9)

kullanilirsa xa,...,Xn-1 Uzerinden integral alinabilir ve sonucta
=Nv/2 =
< =sL _ 1 e N-1 2
Jo e~ Z(LN)dL v in (S)A] (10)
j=0

elde edilir. Burada
V1/2)(
2

i 1/2
Aj =Lo\yj(x,s)W “ exp( ydx

dir. Buyik topluluk béltstim fonksiyonu igin

GL2) =) ZLN)AZN (11)

M

z
T

tanimi kullanilirsa z < eV/l/xo(s) olmak sartiyla Denk. (10) dan

ot —v/2 o AZ
dLe™tG(L,z) = 28 j (12)
;')‘ g§° jzzol—kae“'/2
elde edilir. Bu ifadeden gériilecegi gibi G(L,z) nin Laplace donistimiinin yakinsamasinin apsisi
v/2
eV/2
Z= (13)
Ao (s)
esitligini saglayan s degeridir. Bu apsis ayni zamanda
.1
lim=InG
LmL nG(L,z) (14)

seklinde olup bunun termodinamik anlami p/kT alinmigtir. Dolayisiyla z ve gazin basinci

arasindaki iliskinin
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v/2

e

Ao (p/KT) = (15)

seklinde verilecegi goriiliir. Kimyasal potansiyel ile z arasindaki iligki
U =kT In(Az)
seklinde oldugundan hal denklemi

o) _=ho(s) _
/._[apl_ () s = p/kT (16)

esitliginden elde edilir. Buradaki iist indis s’ ye gore tiirevi gostermektedir.

Simdi, maksimum 6z deger A, (s) ve 6z deger spektrumu A;(s) ile ilgili asagidaki sonuclar

cikarilabilir:
1. Tum 6z de@erler s in monoton azalan fonksiyonlaridir ve s — oo igin sifira yaklasirlar.
2. Maksimum 6z deder A,(s), s — 0Oicin sonsuza gider ve s in hicbir degeri igin dejenere

olmayip tiim gergek s>0 icin s in analitik bir fonksiyonudur. Buna gore AJ(s) min daima pozitif
oldugunu gésteren

o (8)” = Ao (S)A5(s) <0 (17)
esitsizligi vardir.
3. Diger tim 6z degerler s = 0 icin sonludur.

Buna gére, z nin herhangi bir degeri icin Denk. (13) ii tam olarak saglayan tek bir s degeri
vardir ve Denk. (16) ve (17) e gbre ¢ nin tiim pozitif s degerleri igin s = p/kT nin monoton azalan

ve analitik bir fonksiyonu oldugu sonucuna varilabilir. Bunun matematiksel anlami fonksiyonun
strekli oldugu, fiziksel yorumu ise herhangi bir faz gegisinin olmadigidir.

van der Waals limiti

Simdi o =¢,y alinmasi ve y—0 limitine gidilmesi durumunda A,(s) maksimum 6z

degerini inceleyelim. Bunu gerceklestirmek icin A;(s)6z degerlerinin ZA;’(S)momentlerini

arastiralim. Bu durumda
S =L.O._[Ks(xl,xz)Ks(xz,x3)...KS(xn,x])dx,...dxn
i

=f_:--‘fexp[—(vov)'’2(x1 oo X )] X, LA,

><‘[;.°..J‘exp[—s(’rI +o+1,)] P(X;,Xm,‘ci)d’tl...d”{n

=1
elde edilir. Burada v, =0, /kT ve Xn+ =X alinmigtir. x; tizerinden olan integraller hesaplanirsa

Y= 0 limiti igin

=0

lim yZ AT = i”f:(exp[n(zvo)“z]j: expl-st—L (& +112)er dedn (18)

wn
i
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ifadesi elde edilir.

(&) = expin(2v,)"] " expl-st-L(7 +n’)elde

olmak Uzere (18) ifadesi tiim n ler igin gecerli oldugundan herhangi kabul edilebilir bir g(x)
fonksiyonu igin

: s_ 1 fpe
i A = o [ olf(e ke (19)
olmasi beklenir. Simdi g(x) i¢in
1 o<X<
909 = kb
0 diger durumlarda

basamak fonksiyonu alalim ve o ile B arasindaki 6z deger sayisi N, (o,p)olsun. Buna gore
Denk.(19) dan

lim N, (e, B) = 2i[a <f(&m) <P icin (¢,m) diizlemindeki alan] (20)
Nd T

sonucu bulunur. f(€m) nin mutlak maksimumu o(s) olarak alinirsa y — 0 iken @ 0z deger serisi
icin @(s) bir limit noktas! olacaktir. Cunkil (o—¢) <f(§n) <o alani sonlu oldugundan ®-¢ ve ¢
arasindaki herhangi bir aralikta y— 0 limitinde sonsuz sayida 6z deger bulunacaktir. Buna gore

Y- 0 icin (s)’'nin maksimum 6z deger olmasini beklemek uygun olacaktir yada baska bir
deyisle

limA,(s,7) = o(s) =maxf(§n) = maxF(n) (21)

1—0 (Em) (n)

olarak yazilabilir. £ =0 igin f(&n)daima maksimum olacagindan
F(n) = f(0.m) = expl-3(s + £n°) = In(s + +n?) +n(2v,)""’]
olacaktir. Simdi Denk.(21) biraz daha ayrintili olarak irdelenebilir. Oncelikle maksimumum

fsm) =3 +1/(s +1n’)] = (2v,)" (22)
esitligini saglayan n(s)degerinde olustuguna dikkat edilmelidir. dfg/dn =0 igin
s+in’ =(1/28)[1+(1-8s8)'"?] (23)

oldugundan iki duruma ayrilabilir.
1. durum 8s6 > 1 hali; fs(n), bu durumda 1 nin monoton artan bir fonksiyonudur ve dolayisiyla

Denk.(22), F(n) icin tek bir maksimuma karsilik gelen bir tek n(s) ¢6zimine sahiptir. Denk. (22)

kullanilarak
£ =—a'(s)/ a(s) = 8 +[1/(s+ 10 (s)] = (2vo)""? /m(s) (24)
esitliginden hal denklemi hesaplanabilir. Denk. (22) de s =p/KT ve n(s) = (2v )2 /¢ alinirsa
_ kT o,
P21 2

van der Waals hal denklemi elde edilir.

2. durum 8s5 < 1 hali; f4(n), bu durumda bir maksimuma ve bir minimuma sahiptir (Sekil
1).8=1/8d i¢in fin =fnax = %(38)”2 dir. s azaldikea fmin Ve fmax monoton olarak artar fakat s — 0
icin fmax sonsuza giderken fmin sonlu kalir. Eger (2v,)"? <f,.. ise bu durumda Denk.(22) in yine
sadece bir ¢éziimi vardir ve bu F(n) nin tek bir maksimumuna karsilik gelir. Bu ayni zamanda

(2v,)'"? > fu icin de gegerlidir. Ancak fo, < (2v,)"? < fmax ise Denk.(22) g koke sahip olup
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ikisi F(n) nin lokal maksimumlarina ve birisi lokal minimuma karsilik gelir. Bu durumda iki
maksimumdan hangisinin mutlak maksimum oldugunun belirlenmesi gerekir. Sabit bir s igin vV,
degistirilir yada 8sd <1 durumu korunmak sartiyla sabit bir v _ igin s degistirilirse iki maksimumun
esit oldugu bir s(v,)degeri vardir. Bu deger «(s)nin analitik davranisini keskin bir sekilde
degistirdigi degerdir (Sekil 2a). Cinki n(s), fs(n) egrisinin 1 bélgesinden 2 bélgesine ani sekilde
atlayabilir ( Sekil 1).

fy(n) &

(8]

\/

Sekil 1. iki faz bélgesinde fg(n)fonksiyonu.

s=S i¢in w(s), egimde bir sireksizlige sahip oldugundan ve (=-w'(s)/a(s) ile
verildiginden bu, yatay kisma sahip bir izoterme karsilik gelir (Sekil 2). Ayrica Denk.(24) hala
gegcerliligini korudugundan hem sivi hem de buhar kisimlar hala van der Waals denklemiyle
tanimlanacaktir. Sonug olarak s =75 igin F(n) nin maksimumlarinin esitligi veya w(s) nin temsil
ettigi iki 6z degerin esitligi iki fazin Gibbs serbest enerjilerinin esitligi anlamina gelir. Bu ise;
T < T, icin Sekil 2b ile verilen izotermdeki ¢ bélgesinin alaninin d bélgesinin alanina esit oldugunu
ve izotermin kesikli ¢izgi ile gosterilen kisminin sabit basingh ab yatay cizgisi ile
degistirilebilecegini séyleyen Maxwell kuralina esdegerdir.

o(s) A P A

|71 S
mv
~y

(s £

(@) (b)

Sekil 2. (a) Kritik sicakh@in altidaki bir sicaklik i¢in van der Waals limitindeki maksimum 6z deger,

(b) karsilik gelen izoterm.

w
~]
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Sonuglar ve Tartisma

Ug boyutlu durum ile burada elde edilen sonuglarin uygunlugunu gérmek igin ilk olarak van
der Waals denkleminin bélisiim fonksiyonundan tiiretimine bakalim. Eger gekici kuvvetin menzili
¢cok uzun ise gekici kuvvetin toplam potansiyel enerjisi molekillerin hemen hemen biitiin
konfiglirasyonlari igin

N? .
< Do >= =1 [ Qg (N0 (25)

ortalama degerine esit olacaktir [35]. Denk.(25) e go6re ortalama olarak her bir molekiiliin
potansiyel enerjisi N/V sayi yogunlugu ile orantili olup gercekte %J-(pcek_(r)dF ye esittir.

Denk.(25) da géoriilen iki ¢arpani her bir molekiiliin diger molekiillerle etkilesmesini temsil eder.
Uzun menzilli kuvvetler igin yaklasik boliisiim fonksiyonu

Z(V,N,T) = AiN %exp[CNz 12kl .. [ iy T s -7)) (26)
’ vV Vv

i<j
seklinde yazilabilir. Eger V, molekiillerin gergek toplam hacmi Nv, (v, = gnrg) ile kiyaslandiginda

cok buyuk ise integralin v e yaklasacagi aciktir. Diger taraftan V, Nv, ile ayni mertebeli ise
integral (V- Nv,)" seklinde hizla sifira gidecektir. b = Nv, alinirsa (V- b)™ interpolasyon formdlu ile
2

integral yaklasimi yapilirsa a = -r;—vj(pcek_ (rdr olmak tizere dogrudan

(p + Val }v ~b)=RT (27)

van der Waals denklemi elde edilir.
Benzer bir disiince ile bir boyutlu sistem igin

ZILNT) = A%%exp[aoNz /L] [ ettty TT sl -1, (28)
: L L

i<j
yazilabilir ¢linkii ¢cekim kuvveti —aoyexp[—yit|] Gift yonli oldugundan C=—J¢¢ek_(r)dF olmak

tzere C = 2a,, olacaktir. Denk. (26) ve (28) arasindaki en biyiik fark Denk.(28) deki integralin sert

cekirdeklerin olusturdugu lineer diizenden dolayi tam olarak céziilebilmesidir. 6 uzunluklu sert
cubuklar seklindeki bir gaz icin elde edilen hal denklemi
kT

(£-79)
tam olarak van der Waals formundadir [32]. Dolayisiyla van der Waals limitinde Denk.(27) de
b=N3sve a =a,N* alinarak tam olarak ¢6zilebilir hale gelecektir.

p:

Sonugc olarak, van der Waals drnegini izleyerek hal denkleminde itici ve gekici kuvvetlerin
etkilerini ayirmayi denemek ve tim termodinamik fonksiyonlari
itici kuvvet menzili

- cekici kuvvetmenzili

oranina gore gelistirmek iyi bir fikirdir. p <<1 igin yogunlasma olayina ve kritik noktanin varligina

goturen van der Waals benzeri bir hal denkleminin elde edilmesi beklenir. Termodinamik denge
sartlari dogrudan termodinamik limite gitmekle saglanir. Yalnizca bir boyutta p — 0 limitinde sert
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gekirdek itmesi icin tam olarak van der Waals hal denklemi elde edilir. Uc boyutta kati kiireler
seklindeki bir gazin hal denklemi p=KkT/(v—b)degildir fakat benzer nitel davranislar

gosterebilir. Gok uzun menzilli gekici kuvvetler icin bile van der Waals benzeri bir hal denklemi
elde edilmesi beklenebilir. Sert kiireler seklindeki bir gazin siki paketlenmeye yakin yogunluklar
icin bir faz gegisi gosterip gdstermeyecegi bilinen agik bir sorudur. Belki de boyle bir gegis
akiskan-kati gegisinin bir idealizasyonu olabilir. Bir boyutta boyle bir gegis s6z konusu degildir ve
bu nedenle uzun menzilli kuvvetlerle bile en fazla bir faz gegisinin meydana gelebilecedi sonucuna
varilabilir. ;
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